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Panelna metoda omogocˇa analizo potencialnega toka okoli poljubne kompleksne geo-
metrijske oblike. V nalogi smo predstavili njeno teoreticˇno ozadje in njeno natancˇnost
preverili na primeru koncˇnega krila letala elipticˇne oblike. Rezultate smo primerjali z
analiticˇnimi resˇitvami in priˇsli do zakljucˇka, da je ob pravilni izbiri vrtincˇne sledi in
natancˇne mrezˇe ujemanje, za inzˇenirske potrebe, zadovoljivo. Podrobno smo preucˇili
tudi vpliv izbrane oblike vrtincˇne sledi, kjer smo ugotovili, da je za prakticˇne potrebe
najbolj ucˇinkovita izbira sledi, ki zapusˇcˇa zadnji rob krila simetricˇno glede na zadnji





Analysis of potential flow around aircraft using panel method
Jozˇe Bajuk






The panel method is used for the analysis of the potential flow around any an arbitrary
complex geometry. In the thesis work we presented the theory behind panel method
and verified its accuracy on an elliptical wing of an aircraft. We compared the results
with analytical solutions and concluded that with the correct choice of wake modeling
and surface meshing, results are accurate enough for practical engineering matters
where fluid flow can be approximated as potential flow. We studied the influence of
different wake geometry and concluded that for practical purposes the most effective
design is when the wake leaves the trailing edge symmetrically and that its length is
at least several times longer as is the wingspan.
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p Pa, bar tlak
v⃗ m/s hitrost
fA⃗ N povrsˇinska sila
fV⃗ N volumska sila
σ′ Pa napetostni tenzor
I / enotski tenzor
Φ m2/s potencial
x,y,z m kartezijeve koordinate
r,ϕ m, / polarne koordinate
r,ϕ,z m, /, m cilindricˇne koordinate
Φ∞ m2/s potencial vzporednega toka
r⃗ m krajevni vektor
v∞⃗ m/s hitrost vzporednega toka
ΦI m
2/s potencial izvora
σ m3/s jakost potencialnega izvora





n⃗ / normalni vektor
t⃗ / tangencialni vektor
π / sˇtevilo pi
g⃗ m razdalja med izvorom in ponorom
µ m4/s jakost potencialnega dvojca
γ m2/s jakost potencialnega vrtinca
Γ m3/s cirkulacija
L⃗ / vzgonska sila
Φ∗ m2/s vsiljen potencial
c m globina krila
α ◦ vpadni kot glede na prosti tok
α0
◦ nicˇni vpadni kot glede na tetivo
m0 / lokalna strmina premice vzgona krila neskoncˇne razpetine
cL / koeficient vzgona













MKR Metoda koncˇnih razlik
MKE Metoda koncˇnih elementov
MKR Metoda koncˇnih razlik
SZR Vrtincˇna sled izstopa simetricˇno glede na kot zadnjega roba krila
VZR Vrtincˇna sled izstopa vzporedno s prostim tokom
PZR Vrtincˇna sled kjer nekaj dolzˇin poteka simetricˇno glede na tok za-
dnjega roba ter nato spremeni smer vzporedno s prostim tokom





V danasˇnjem cˇasu so numericˇne simulacije pogosto uporabljeno inzˇenirsko orodje. Upo-
rabimo jih predvsem v primerih bolj kompleksih geometrij, ko analiticˇne resˇitve niso
poznane oziroma so prevecˇ kompleksne za prakticˇne aplikacije.
V teh primerih se vecˇinoma uporabljajo simulacijska okolja, ki v ozadjih vecˇinoma upo-
rabljajo ali metodo koncˇnih razlik (MKR) ali metodo koncˇnih elementov (MKE) ali
predvsem na podrocˇju mehanike fluidov metodo koncˇnih volumnov (MKV). Njihova
najvecˇja prednost je, da jih kompleksnost enacˇb ne omejuje, saj te resˇujejo numericˇne
v diferencˇno veliki delih, vecˇinoma v prostorskih mrezˇah. Natancˇnost samih rezul-
tatov je v veliki meri odvisna od velikosti izbranih prostorskih in cˇasovnih korakov.
Z zmanjˇsevanjem le-teh se lahko bistveno povecˇa numericˇna zahtevnost in posledicˇno
nezanemarljivo tudi potreben cˇas za preracˇune.
Za kompleksne sˇtudije je tako potrebno veliko racˇunske mocˇi. To merilo se nam morda
danes ne zdi tako kriticˇno, vendar primerjava procesorske mocˇi (merjene v FLOP-sih)
med najzmogljivejˇsim racˇunalnikom leta 1956 in 2015 pokazˇe, da se je ta v 55 letih
povecˇala za 109 [1]. Cˇe vzamemo v zakup, da danasˇnje simulacije lahko trajajo tudi
po vecˇ tednov z zgoraj omenjenimi metodami, je bil ta nacˇin izvajanja simulacij sˇe 30
let nazaj nepredstavljiv.
Na zacˇetku 20. stoletja je bila tako za potrebe letalske industrije razvita panelna
metoda. Ta temelji na Laplaceovi enacˇbi za potencialni tok in omogocˇa analizo po-
tencialnega toka okoli poljubne kompleksne oblike. V primerjavi z npr. MKV kjer
diskretiziramo celoten volumen okoli letala ter socˇasno racˇunamo tokovne razmere v
vsaki tocˇki (tudi v tistih, ki nas ne zanimajo), pri panelni metodi povrsˇino komple-
ksne geometrije diskretiziramo na poljubno velike panele ter po resˇitvi sistem enacˇb
racˇunamo tokovne razmere samo v tocˇkah, ki nas zanimajo. S poenostavitvami, ki
pridejo s potencialnim tokom, rezultati niso tako natancˇni kot z bolj kompleksnimi
pristopi, vendar so znotraj nekaterih obmocˇij (npr. dovolj nizkih vpadnih kotov) zado-
voljivi, hkrati pa je numericˇna zahtevnost tolikokrat manjˇsa, da se kljub temu, da ima
metoda bolj zgodovinsko vrednost, sˇe vedno uporablja. Najvecˇkrat v primerih, ko nas
dejanske vrednosti ne zanimaj toliko, temvecˇ iˇscˇemo trende in ekstreme.
1
Uvod
Kljub temu da zaradi predpostavk v klasicˇni obliki panelne metode ne moremo opazo-
vati dogajanja v mejni plasti, so bila cˇez leta dodani popravki, ki v zameno za dodatno
numericˇno zahtevnost omogocˇajo analizo viskoznih uporov in naredijo metodo toliko
bolj uporabno [2] [3].
1.2 Cilji naloge
Cilj naloge je v prvem delu predstaviti enacˇbe, na katerih temelji panelna metoda, in
nato v nadaljevanju preveriti korektnost dobljenih rezultatov.
Kot bomo pokazali v nadaljevanju je pogojem, ki predpiˇsejo dolzˇino in izhod vrtincˇne
sledi, v praksi tezˇko zadostiti v celoti. Zaradi tega se v praksi pogosto uporabljajo poe-
nostavitve. Eden od ciljev je preveriti korektnost teh predpostavk in dolocˇiti optimalne
parametre.
Po dolocˇitvi ciljnih parametrov bomo s panelno metodo analizirali tok okoli elipticˇnega
krila letala in dolocˇili parametre, ki nas v takih situacijah obicˇajno zanimajo (vzgon
krila L, koeficient vzgona CL, koeficient tlaka po profilu CP ). Same parametre, ki jih
bomo opazovali, lahko za potencialni tok dolocˇimo tudi analiticˇno s teorijo koncˇnih




Da pridemo do enacˇbe za potencialni tok, bomo s pomocˇjo Reynoldsove transportne
enacˇbe, snovnega odvoda in Gaussovega divergencˇnega teorema zapisali zakon o ohra-
nitvi mase in gibalne kolicˇine v Eulerjevem sistemu. Osnova za zakon o ohranitvi mase
je ta, da se celotna masa s cˇasom v sistemu ohranja. V naslednjih izpeljavah nastopajo




































ρ+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0. (2.2)
Sedaj lahko zapiˇsemo izraza o ohranitvi mase v Eulerjevem sistemu
∂
∂t
ρ+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0. (2.3)
Cˇe sedaj predpostavimo, da je tok nestisljiv, pridemo do naslednjega izraza
∇ · v⃗ = 0. (2.4)
Izhodiˇscˇe za diferencialno enacˇbo gibalne kolicˇine v Eulerjevem sistemu je 2. Newtonov
zakon v Lagrangeevem sistemu. Vsoto sil lahko razdelimo na tiste, ki delujejo na
povrsˇino fA⃗ in po volumnu fV⃗ . σ




























+ ∇⃗ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) dV =
∫︂
V (t)





















+ ∇⃗ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) = ∇⃗ · σ′ + ρfV⃗ . (2.6)
Napetostni tenzor lahko razdelimo na dva dela, in sicer na normalne (termodinamski
tlak p z enotskim tenzorjem I) in strizˇne (τ) napetosti
σ′ = −pI + τ . (2.7)
Cˇe sedaj zdruzˇimo enacˇbi (2.6) in (2.7), dobimo
∂(ρv⃗)
∂t
+ ∇⃗ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) = ∇⃗ · (−pI + τ) + ρfV⃗ . (2.8)
Enacˇba (2.8) je splosˇna oblika gibalne enacˇbe in je izhodiˇscˇe za nadaljnjo obravnavo
gibanja tekocˇin [6].
Cˇe sedaj v enacˇbi (2.8) uposˇtevamo stacionarne razmere ∂
∂t
= 0, neviskozen τ = 0 in
nestisljiv tok, se nam ta poenostavi v naslednjo obliko













Potencialni tok pomeni, da ima hitrostno polje fluida lastnosti vektorskega polja, ki je
definirano prek gradienta potencialnega polja Φ [7].
v⃗ = ∇⃗Φ. (2.11)
Nevrtincˇnosti je zadosˇcˇeno brez vpeljevanj dodatnih omejitev, saj je ∇⃗ × ∇⃗() = 0 [8].
Ni pa vedno nujno, da je tako polje samo po sebi nestisljivo. Da temu zadostimo,
uporabimo enacˇbo (2.4), s cˇimer pridemo do vodilne enacˇbe za potencialni tok.
∇⃗ · v⃗ = ∇⃗ · ∇⃗Φ = 0. (2.12)
4
Teoreticˇne osnove
Zaradi svoje pomembnosti v fiziki (ne samo pri dinamiki fluidov) ima enacˇba(2.12) tudi
svoje ime - Laplaceova enacˇba in ima lahko tudi naslednjo obliko
∆Φ = 0. (2.13)
Predpostavke, ki smo jih naredili pri izpeljavi, so naslednje:
– tok je stacionaren,
– tok je nestisljiv,
– tok je ne viskozen,
– tok je nevrtincˇen.
5
Teoreticˇne osnove
2.2 Osnovni gradniki potencialnega toka
Laplaceova enacˇba je linearna parcialna diferencialna enacˇba drugega reda in ima ne-
skoncˇno resˇitev. Dejstvo, da je enacˇba linearna, je pomembno, saj je vsota vseh posa-
meznih resˇitev enacˇbe tudi resˇitev Laplaceove enacˇbe. To nam omogocˇa, da dolocˇimo
elementarne resˇitve, ki jih kasneje poljubno sestavljamo v kompleksnejˇse tokovne rezˇime







Najbolj enostaven elementarni gradnik je vzporedni tok. Motivacija za njegovo izpe-
ljavo je ta, da zˇelimo dobiti enosmeren tok, ki obicˇajno predstavlja osnovno gibanje
fluida pred in za opazovanim telesom. Cˇe fiksiramo opazovano letalo v prostoru in spre-
minjamo kot vzporednega toka relativno glede na krilo, efektivno spreminjamo vpadni
kot. Tako hitrostno polje lahko dobimo iz resˇitve Laplaceove enacˇbe, tako da v⃗, ki ga
zˇelimo inducirati, pomnozˇimo z r⃗.
Φ∞ (x, y, z) = v⃗∞ · r⃗ = v∞,xx+ v∞,yy + v∞,zz. (2.14)
Enacˇbo je enostavno predstaviti tudi v dvodimenzionalnem primeru z zmanjˇsanjem
stopnje vektorja
Φ∞ (x, y, z) = v⃗∞ · r⃗ = v∞,xx+ v∞,yy. (2.15)
Slika 2.1: Inducirano hitrostno polje potencialnega polja Φ∞ [9].
6
Teoreticˇne osnove
2.2.2 Potencialni izvor in ponor
Potencialni izvor inducira hitrostno polje, kjer gredo tokovnice radialno v smeri iz njega
(slika 2.2). Zaradi tocˇke singularnosti v srediˇscˇu tu izvor krsˇi zakon o ohranitvi mase,
zaradi cˇesar ga je treba pri integraciji izvzeti.
Za boljˇso predstavo poglejmo enacˇbo v polarnih koordinatah, kjer σ predstavlja jakost





Iz enacˇbe (2.16) je razvidno, da hitrost z radijem pada obratno sorazmerno, kar je tudi
fizikalno smiselno, saj se mora kljub vecˇanju obsega pretok ohranjati. Potencialni tok





V kartezicˇnih koordinatah, ki jih bomo uporabili v nadaljevanju, ima potencial izvora
naslednjo obliko (2.18). V enacˇbi je tocˇkovni izvor postavljen v tocˇko To(x0,y0,z0) in
ga izrazimo s krajevnim vektorjem r0⃗. Zanimata nas vrednost potencialnega toka v
poljubni tocˇki r⃗.
ΦI(x, y, z) =
−σ




(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
. (2.18)





|r⃗ − r0⃗|3 . (2.19)






2π|r⃗ − r⃗0|ds. (2.20)
Cˇe se sedaj omejimo na dvodimenzionalen primer, kjer so izvori linijsko razporejeni po








(x− x0)2 + y2dxo. (2.21)










(x− x0)2 + y2dxo. (2.22)












Po enakem postopku kot pri enacˇbi (2.21)lahko sedaj zapiˇsemo sˇe enacˇbo za vrednost





4π|r⃗ − r⃗0|dA. (2.25)
Tako, kot smo priˇsli do izraza (2.24), lahko na podoben nacˇin sedaj zapiˇsemo jakost
izvora za poljubno povrsˇino prostorsko razporejenega izvora kot razliko parcialnega







Zgoraj napisane enacˇbe so zapisane za poljubno jakost posameznih izvorov na povrsˇini.
Pri panelni metodi na posameznem panelu predpostavimo konstantno jakost, kar po-
meni, da bomo lahko σ postavili pred integral.
Slika 2.2: Primer potencialnega izvora, kjer Φ predstavljajo ekvi potenicale in ψ




Dvojec je izpeljanka izvora in ponora, ko ta limitirata eden proti drugemu (slika 2.3).
Analogijo lahko povezˇemo s podrocˇja elektromagnetizma, kjer opazujemo elektricˇno
polje, ki ga ustvari kombinacija pozitivno in negativno nabitega delca. V tocˇko r0⃗
postavimo izvor in g⃗ stran od njega ponor. Za poljubno tocˇko v prostoru r⃗ je vrednost
potencialnega toka enaka (jakost izvora in ponora je lahko poljubna, vendar je za nasˇe
potrebe enaka). Sedaj lahko zapiˇsemo
ΦD(r⃗) =
−σ
4π|r⃗ − r⃗0| +
−(−σ)
4π|r⃗ − (r0⃗ + g⃗)| . (2.27)
Cˇe v izrazu izpostavimo σ in pogledamo, ko gre g⃗ → 0 (ponor proti izvoru) in |g⃗σ| → µ





)︂(︃ |r⃗ − r0⃗ − g⃗| − |r⃗ − r0⃗|
|r⃗ − r0⃗| · |r⃗ − r0⃗ − g⃗|
)︃
(2.28)
pridemo do enacˇbe za potencialno polje dvojca (µ predstavlja njegovo jakost) [9]
ΦD(r⃗) = −µn⃗ · (r⃗ − r⃗0)
4π |r⃗ − r⃗0|3
. (2.29)














−µ(r0⃗)n⃗ · (r⃗ − r⃗0)
4π |r⃗ − r⃗0|3
dA. (2.31)
Podobno kot smo naredili za ploskovno porazdeljen dvojec (2.26), lahko pogledamo,
kaj se zgodi, ko limitiramo z zgornje in spodnje strani proti povrsˇini. Opazimo, da
pride na povrsˇini do preskoka potenciala. Iz tega sledi, da lahko izrazimo jakost dvojca
kot razliko potenciala tocˇke neposredno nad in neposredno pod povrsˇino [10].
µ = ΦI − Φ. (2.32)











Vrtinec je elementarna resˇitev potencialnega toka, kjer so tokovnice koncentricˇni krogi
(slika 2.3). Cˇe bi integrirali hitrost po zakljucˇeni poti okoli vrtinca, bi ugotovili, da ta
zaradi singularne tocˇke v sredini proizvaja cirkulacijo. S tem krsˇimo nevrtincˇnost. Za-
radi tega moramo to tocˇko pri integriranju izvzeti. Hitrost je po tokovnicah konstanta,
z radijem pa pada inverzno. V nadaljevanju bomo pokazali, da je mogocˇe vrtincˇnost na
povrsˇini izraziti z dvojci, s cˇimer se izognemo njeni uporabi. Zaradi tega bodo v tem
odstavku predstavljene samo osnovne enacˇbe. Naslednja enacˇba predstavlja hitrost, ki









Za poljubno povrsˇinsko razporejen vrtinec lahko pokazˇemo, da je njegova jakost enaka











(a) Potencialni dvojec. (b) Potencialni vrtinec.




Sedaj si predstavljajmo, da opazujemo krilo letala, ki tvori vzgon. Cirkulacijo po
obodu profila dolocˇimo tako, da integriramo hitrost po konturi aeroprofila, od tocˇke
pred zacˇetkom vrtincˇne sledi do tocˇke za vrtincˇno sledjo. Cˇe uposˇtevamo sˇe enacˇbo




v⃗ · ds⃗ =
∫︂ b
a
∇⃗ (Φ) · ds⃗ =
∫︂ b
a
dΦ = Φ (b)− Φ (a) . (2.37)
Z uposˇtevanjem teorema Kutta Joukowski za vzgonsko silo
L⃗ = ρv⃗∞ × Γ (2.38)
lahko zakljucˇimo, da je edini nacˇin, da telo tvori vzgon, cˇe pride do tega, da v limiti
med tocˇkama a in b pride do preskoka v potencialu.
Ta zakljucˇek nam sam po sebi ne pove, kje na telesu pride do preskoka v potencialu,
saj je Laplaceova enacˇba izpolnjena ne glede na kraj preskoka potenciala. Zaradi tega
dolocˇimo nov robni pogoj, ki izhaja iz opazˇanja, da tok fluida zapusti krilo na zadnjem
robu. V tej tocˇki se zdruzˇita tokova z zgornje in spodnje strani in imata glede na kot
zadnjega roba ali stagnacijsko tocˇko ali pa enaki smeri in velikosti hitrosti. Iz tega
izhaja zakljucˇek, da mora biti cirkulacija na zadnjem robu enaka 0. Temu robnemu
pogoju pravimo Kutta pogoj.
γzr = 0. (2.39)
Preskok v panelni metodi modeliramo s panelom vrtincˇne sledi, ki je sestavljena iz
povrsˇinsko razporejenih dvojcev [10]. Kutta pogoju pa zadostimo tako, da sled posta-
vimo na zadnji rob krila, iz cˇesar (2.39) sledi
Γsled = Γnad − Γpod. (2.40)
Prek enacˇbe (2.32) in (2.37) lahko opazimo relacijo
Γ = −µ. (2.41)
Ta nam v povezavi z enacˇbo (2.40) da
µsled = µnad − µpod. (2.42)
Na tej tocˇki se je treba vprasˇati, kako preprecˇiti, da bi cirkulacija vrtincˇne sledi Γsled
tvorila vzgon. To dosezˇemo tako, da levo stran enacˇbe nastavimo na 0 (L⃗ = 0⃗).
ρv⃗ × Γsled = 0⃗. (2.43)
To pa se lahko zgodi samo v primeru
Γsled || v⃗. (2.44)
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Ker smo predpostavili, da so razmere stacionarne in ni nobenih viskoznih vplivov, gre
vrtincˇna sled v neskoncˇnost.
Zakljucˇki, ki izhajajo iz implementacije Kutta pogoja, so:
– cirkulacijo modeliramo z vrtincˇno sledjo, sestavljeno iz povrsˇinsko razporejenih dvoj-
cev,
– vrtincˇna sled izhaja iz zadnjega roba, njena velikost je enaka razliki potencialov tik
nad in pod robom,
– vrtincˇna sled je vzporedna toku,




S pomocˇjo elementarnih resˇitev, ki smo jih vpeljali v prejˇsnjih podpoglavjih, lahko sedaj
sestavimo poljubno kompleksne tokovne rezˇime. Kljub temu da vecˇina resˇitev Lapla-
ceove enacˇbe nima globljega fizikalnega pomena, obstajajo nekatere, ki so zanimive za
analizo. Primer tega je Rankinov cilinder [7]. Tu je potencialno polje sestavljeno iz
vzporednega toka in dvojca. Kot lahko opazimo, nam da ta interakcija induciranih hi-
trosti obliko kroga (slika 2.4). Cˇe se postavimo na tokovnico, ki neposredno obteka lik
lahko dolocˇimo v posameznih tocˇkah hitrosti in posledicˇno prek Bernoullijeve enacˇbe
(2.10) tudi tlacˇne razmere. Eksperimenti so pokazali, da je pri dolocˇenih pogojih uje-
manje tega pristopa z realnimi razmerami relativno dobro, dokler ne pride do separacije
toka, ki ga potencialni tok ne more uposˇtevati.
Slika 2.4: Inducirano hitrostno polje dvojca in vzporednega toka dajo obliko
kroga [13].
Vendar pa na ta nacˇin ne moremo popisati tokovnih rezˇimov okoli poljubno kompleksne
oblike. Ravno zaradi tega razloga je bila razvita panelna metoda. Metoda temelji na
ideji, da lahko poljubno kompleksno obliko popiˇsemo z osnovnimi oblikami (obicˇajno
so to trikotniki in/ali sˇtirikotniki), na katere postavimo povrsˇinsko razporejene ele-
mentarne resˇitve. Z implementacijo robnih pogojev lahko zagotovimo, da inducirano
hitrostno polje simulira obtekanje fluida okoli izbrane geometrije.
Kot smo zˇe omenili, je zaradi lastnosti vodilne enacˇbe (2.11) resˇitev potencialnega toka
resˇitev katera koli linearna kombinacija potencialov, ki same izpolnjujejo to enacˇbo.
Zaradi tega lahko kombinacijo resˇitev sestavimo iz sesˇtevka vseh vsiljenih potencialov
Φ∗ in potenciala prostega toka Φ∞ [10].
Φ(r⃗) = Φ∗(r⃗) + Φ∞(r⃗). (2.45)
Vsota vsiljenih potencialov predstavlja vse povrsˇinsko razporejene izvire in dvojce po














































dA + Φ∞(r⃗). (2.48)





















V tej enacˇbi so neznanke Φ(r⃗), µ in σ. Zadnji dve bomo v prihodnjih korakih dolocˇili
z vpeljavo robnih pogojev. Ker je tok neviskozen, na povrsˇini ne moremo zadostiti ne-
zdrsnemu pogoju. Moramo pa zadostiti pogoju neprehajanja skozi stene. To dosezˇemo
tako, da je hitrost v normalni smeri na povrsˇino enaka 0 (vn = 0).
v⃗ · n⃗ = ∇⃗Φ · n⃗ = ∂Φ
∂n⃗
= 0. (2.50)
Drugi pogoj, da je tok v neskoncˇnosti uniformen (vse motnje, ki jih povzrocˇi telo, v
neskoncˇnost izginejo). Iz tega sledi limita, ki ji je treba zadostiti:
lim
r⃗→∞
(∇⃗Φ− v∞) = 0. (2.51)
Slednjemu robnemu pogoju elementarne resˇitve zˇe same po sebi zadostujejo z izjemo in-
ducirane vrtincˇne sledi, ki gre v neskoncˇnost. To povzrocˇi, da temu pogoju ni zadosˇcˇeno
v neposredni blizˇini vrtincˇne sledi [12].
Iz prvega robnega pogoja 2.50 in vodilne enacˇbe panelne metode (2.49) sledi t. i.
Neumannov robni pogoj, ki pravi
∇⃗(Φ∗ + Φ∞) |Atelo= 0. (2.52)
Kljub tema robnima pogojema je nesˇteto razlicˇnih kombinacij izvorov in dvojcev, ki
zadostijo vodilni enacˇbi. Zaradi tega si je treba nekatere jakosti izbrati poljubno, pri
cˇemer moramo uposˇtevati fizikalne zahteve. Pri nas je zahtevek ta, da mora sistem
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zadostiti Kutta pogoju (podpoglavja 2.3). Iz tega izhaja dolocˇitev jakosti in oblike
vrtincˇne sledi.
Posledica Neumannovega robnega pogoja je ta, da tok obteka povrsˇino geometrije in
pri tem ne gre v notranjost. To pomeni, da lahko recˇemo, da v notranjosti ni hitrosti
(pri tem izvzamemo tocˇke singularnosti), kar se lahko zgodi samo, cˇe je potencial v
notranjosti ΦN konstanten:
ΦN = konst. (2.53)




















dA+Φ∞(r⃗) = konst. (2.54)
Oba, Neumanov in Dirchletov, robni pogoj zadostita prvemu robnemu pogoju. Sedaj
si je sˇe vedno treba izbrati poljubno vrednost ΦN . Kot bomo sedaj pokazali, je lahko
potencial znotraj tudi nekonstanten in sˇe vedno zadosti zahtevam. Vrednost notranjega
potenciala lahko nastavimo enako potencialu prostega toka [10]
ΦN(r⃗) = Φ∞(r⃗). (2.55)



















dA = 0. (2.56)
Z uposˇtevanjem lastnosti izvora (2.26), ΦN = 0 in Neumannovega robnega pogoja
(2.50) sledi
σ = n⃗ · v∞⃗. (2.57)
Cˇe izberemo jakosti izvorov po enacˇbi (2.57), bomo kljub temu, da smo izbrali ne kon-
stanten potencial znotraj telesa, sˇe vedno zadostili Dirchletovemu robnemu pogoju [12].
Ko imamo dolocˇene vrednosti izvorov σ in izbrano vrednost potenciala vzporednega
toka, nam ostane samo sˇe dolocˇitev jakosti dvojcev µ.
Cˇe sedaj izpolnimo enacˇbo 2.54, dobimo enolicˇno resˇitev samo za primer teles, ki ne
inducirajo vzgona. Za slednja telesa moramo pri preracˇunih uposˇtevati sˇe Kutta pogoj.
Na tej tocˇki sedaj povrsˇino telesa diskretiziramo na Ntelo in vrtincˇno sled na Nsled
panelov (trikotnih ali pravokotnih). Enacˇbo (2.56) zapiˇsemo kot vsoto vplivov vseh
posameznih panelov na posamezno kolokacijsko tocˇko (tocˇka, ki se nahaja diferencialno
malo v notranjost telesa od panela). Iz tega sledi, da je Ntelo kolokacijskih tocˇk in ravno




































dA = 0. (2.58)
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Tu lahko naredimo poenostavitev in izberemo, da je jakost posameznega izvora in
dvojca po povrsˇini panela konstantna. Tako lahko jakosti postavimo pred integrale, kar
jih naredi za posamezne panele konstante in jih v naslednjem sistemu enacˇb zamenjamo









Bikσk = 0. (2.59)
Vrednosti jakosti izvorov poznamo iz (2.57). Tako nam ostane Ntelo + Nsled neznank
in Ntelo enacˇb. Nsled enacˇb dobimo z uposˇtevanjem Kutta pogoja, ki nam pove, da je
jakost dvojca vrtincˇne sledi enaka razliki jakosti dvojca nad zadnjim robom Φk,nad in
dvojca pod njim Φk,pod.
Φj,sled = Φk,nad − Φk,pod. (2.60)
Obe strani lahko sedaj pomnozˇimo s Cij in dobimo
CijΦj,sled = Cij(Φk,nad − Φk,pod). (2.61)
Sedaj vpeljemo novi koeficient Aik. Njegova vrednost je Aik = Cik, cˇe se panel ne







Tako dobimo enolicˇen sistem enacˇb, ki ga moramo resˇiti, da dobimo jakosti izvorov in
ponorov na posameznih panelih. Vendar pa moramo za prakticˇne namene dolocˇiti sˇe
hitrosti v posameznih panelih.
Za izracˇun hitrosti na panelu i najprej dolocˇimo potencial v kolokacijski tocˇki Φi, ki se
nahaja sedaj dl iz povrsˇine ven, nad srediˇscˇem panela. Za poljubno tocˇko r⃗ v blizˇini
panela i lahko dolocˇimo potencial kot











Vendar pa na tej tocˇki sˇe ne poznamo gradientov potencialov, ki v resnici predstavljajo
hitrosti v kolokacijski tocˇki i, zato to enacˇbo evalviramo v kolokacijski tocˇki vsakega
izmed sosedov, saj tam vrednost potencialov poznamo. Isˇcˇemo take gradiente, da bo
naslednji sistem enacˇb cˇim bolje izpolnjen. Zato uporabimo metodo razlike najmanjˇsih
korakov. Ker niso vsi paneli enaki, razlike pomnozˇimo z utezˇnimi vrednostmi ua, ki
temeljijo na razdalji med tocˇkama, kjer evalviramo, in v tisti, kjer iˇscˇemo hitrost.























Cˇe sedaj zapiˇsemo sistem enacˇb, dobimo hitrosti v lokalnem koordinatnem sistemu v











⎡⎢⎢⎣∑︁j uj(Φi − Φj)xj∑︁
j uj(Φi − Φj)yj
⎤⎥⎥⎦ . (2.65)
Z resˇitvijo tega sistema enacˇb v vsakem izmed panelov dobimo hitrost v njihovih po-





Porazdelitev cirkulacije vzdolzˇ krila Γ(y) dobimo z resˇitvijo spodnje enacˇbe, kjer je
c(y) globina krila, α(y) vpadni kot glede na prosti tok v∞, α0(y) nicˇni vpadni kot glede
na tetivo krila in m0(y) lokalna strmina premice vzgona krila neskoncˇne razpetine. Vse
te velicˇine so podane v odvisnosti od y koordinate, ki tecˇe vzdolzˇ krila [4]. Spodaj









y − y0dy0 + α(y)− α0(y) = 0. (2.66)

















V primeru izbire tega krila se nam enacˇba (2.66) poenostavi, saj postane inducirana






+ α(y)− α0(y) = 0. (2.69)
Iz zgornje enacˇbe lahko sedaj izpostavimo in dolocˇimo maksimalno vrednost cirkulacije













Silo vzgona vzdolzˇ krila na enoto dolzˇine dolocˇimo z uporabo enacˇbe (2.38), v kateri
cirkulacijo zamenjamo z izrazom za potek cirkulacije vzdolzˇ krila




















V tem poglavju bomo predstavili postopek analize potencialnega toka okoli letala s
panelno metodo na primeru koncˇnega elipticˇnega krila. Tega smo si izbrali zaradi
dejstva, da je zanj vse parametre, ki nas zanimajo in jih bomo opazovali znotraj pa-
nelne metode, mogocˇe dolocˇiti tudi analiticˇno, s pomocˇjo enacˇb, ki smo jih dolocˇili v
podpoglavju 2.5. Te izracˇune bomo uporabili kot referenco za verifikacijo rezultatov.
Eksperimentalni del, je sestavljen iz dveh delov:
1. V prvem delu bomo analizirali vpliv speminjanja izstopa vrtincˇne sledi z zadnjega
roba krila in razlicˇnih dolzˇin sledi.
2. V drugem delu pa bomo na podlagi ugotovitev prvega dela dolocˇili optimalne
vstopne parametre in za izbrano krilo dolocˇili: vzgonsko silo L, koeficient vzgona
CL in koeficient tlaka vzdolzˇ profila krila Cp.
Za potrebe eksperimenta smo uporabili odprtokodni program Apame, ki temelji na
enacˇbah predstavljenih v teoreticˇnem ozadju. Sam program ima mozˇnost uporabniˇskega
vmesnika (GUI), vendar bomo za potrebe svoje analize uporabili samo izvrsˇujocˇo kodo,
kar nam bo omogocˇilo avtomatizacijo opravljanja simulacij.
3.1 Preracˇuni
Pred zacˇetkom analize smo dolocˇili lastnosti elipticˇnega krila. Za obliko aeroprofila smo
izbrali profil NACA 0015 (slika 3.1), razpetino krila b = 1 m in maksimalno dolzˇino
tetive (na sredini) co = 0.16 m. Vsi parametri so podani v spodnji preglednici. Sedaj
lahko dolocˇimo lastnosti krila.
Preglednica 3.1: Izbrane lastnosti krila.
lastnost krila vrednost
razpetina krila b [m] 1
srednja tetiva c0 [m] 0,16
















Slika 3.1: Aeroprofil NACA 0015 pri c0.
3.2 Priprava krila
Za analizo krila s panelno metodo potrebujemo mrezˇo njegove povrsˇine. V prvem
koraku smo izdelali povrsˇinsko telo v CAD modelirniku Solidworks, (razvidno na sliki
3.2). Krilo smo nato izvozili v formatu .step in ga uvozili v odprtokodni program
Salome, ki ima med drugim mozˇnost povrsˇinskega mrezˇenja. Rezultat mrezˇenja je
razviden na sliki 3.3. Pri mrezˇenju smo se drzˇali priporocˇil programa Apame in povrsˇino
vzdolzˇ profila krila popisali z vecˇ kot 30 paneli [14]. Na ta nacˇin zagotovimo, da z
majhno spremembo sˇtevila panelov ne dobimo velike spremembe v rezultatih.
Slika 3.2: Povrsˇinski model elipticˇnega krila.
Slika 3.3: Zamrezˇena povrsˇina elipticˇnega krila.
20
Metodologija raziskave
(a) Samodejno generirana mrezˇa. (b) Popravljena mrezˇa.
Slika 3.4: Primerjava samodejne in popravljene mrezˇe.
Ker mrezˇa na sprednjem robu ni pravilno popisala simetricˇnega aeroprofila, smo v
programskem jeziku Python spisali program, ki je v mrezˇo vstavil dodatne panele in
jih prerazporedil, da smo dobili ustreznejˇso obliko.
Preglednica 3.2: Lastnosti mrezˇe.
lastnost mrezˇe vrednost
sˇt. tocˇk 1232
sˇt. trikotnih panelov 0
sˇt. sˇtirikotnih panelov 960
sˇt. panelov vzdolzˇ aeroprofila 32
sˇt. panelov vzdolzˇ razpona krila 30
Kot je razvidno s slike 3.3, je zamrezˇen model ob robu prirezan. Vplivi tega odstopanja
od idealnega profila bodo opazni pri rezultatih. Ko smo imeli pripravljeno mrezˇo, smo
lahko zacˇeli s simulacijami.
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3.3 Vpliv oblike vrtincˇne sledi
3.3.1 Potek eksperimenta vpliva oblike vrtincˇne sledi
Za popolno zadostitev Kutta pogoju, bi morala biti vrtincˇna sled ves cˇas vzporedna
toku in iti v neskoncˇnost. Temu pogoju v praksi ne moremo zadostiti, saj predhodno ne
vemo, kaksˇno bo hitrostno polje sistema, ki ga analiziramo. Zaradi tega bomo ta pogoj
uposˇtevali aproksimativno z modeliranjem razlicˇnih izhodov vrtincˇne sledi. Opazovali
bomo primere, ko:
1. Vrtincˇna sled izstopa simetricˇno glede na kot zadnjega roba krila (v nadaljevanju
SZR) (slika 3.5).
2. Vrtincˇna sled izstopa vzporedno s prostim tokom (v nadaljevanju VZR) (slika
3.6).
3. Vrtincˇna sled nekaj dolzˇin poteka simetricˇno glede na kot zadnjega roba in nato
spremeni smer vzporedno s prostim tokom (v nadaljevanju PZR) (slika 3.7).
Vse primere bomo opazovali pri razlicˇnih dolzˇinah vrtincˇne sledi.
Slika 3.5: Primer izstopa vrtincˇne sledi simetricˇno glede na zadnji rob (SZR).
Slika 3.6: Primer izstopa vrtincˇne sledi vzporedno z vzporednim tokom (VZR).
Slika 3.7: Primer kombinirane vrtincˇne sledi (PZR).
V prvih dveh primerih bomo analizirali krilo pri vpadnih kotih 0◦, 2◦, 4◦, 6◦, 8◦, 10◦ ter
pri tem variirali dolzˇino vrtincˇne sledi glede na razpon krila in sicer 0.1b, 0.5b, 1b, 5b, 10b,
50b, kjer je b razpon krila.V zadnjem primeru pa bomo v prvem primeru fiksirali prvi
panel z dolzˇino b in pri zgoraj navedenih vpadnih kotih modelirali vrtincˇno sled drugega
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panela, nato pa vlogi zamenjali. V vseh primerih bomo dolocˇali potek cirkulacije vzdolzˇ
krila in jih primerjali s cirkulacijami, dobljenimi teoreticˇno (podpoglavje 2.5).
Ker bi bilo potrebno prevecˇ dela, da bi vsak primer posebej rocˇno spremenili, uvozili
v program Apame, zagnali simulacijo in analizirali dobljene rezultate, smo spisali pro-
gram v okolju Python, ki na podlagi izbranih vhodnih podatkov sam modelira razlicˇne
vrtincˇne sledi in vstopne parametre za simulacijo (podobne tistim na slikah 3.5, 3.6,
3.7).
Program sam generira potrebne vhodne podatke, zazˇene simulacijo ter zbrana rezul-
tate obdela in primerja s teoreticˇnimi izracˇuni (slika 3.8). Na ta nacˇin smo zmanjˇsali
mozˇnost nastanka napake, zaradi monotonega dela in omogocˇili naknadne dodatne
simulacije.




3.3.2 Rezultati vpliva oblike vrtincˇne sledi
3.3.2.1 Rezultati SZR
Po opravljenih simulacijah smo dobili naslednje poteke cirkulacij vzdolzˇ krila v pri-
meru SZR (slika 3.9). Pri tem se legenda v nadaljevanju za vse primere bere po
naslednjem pravilu: prvi trije znaki predstavljajo tip izhoda vrtincˇne sledi (SZR-pot,
VZR-vpz, POT-pol), naslednja sˇtevilka za ”kot”predstavlja kot vpadnega toka in pre-
ostanek dolzˇino vrtincˇne sledi nb. Primer: ”vpzkot60.5”predstavlja VZR z vpadnim
kotom 6◦ in dolzˇino vrtincˇne sledi 0,5b.
Na sliki 3.9 (a) lahko opazimo, da nasˇe krilo zˇe pri vpadnem kotu 6◦ proizvaja cir-
kulacijo, kar lahko v primerjavi s teoreticˇnim potekom vidimo, da se ne bi smelo
zgoditi. Razberemo lahko tudi, da ob koncih krila to proizvaja negativno cirkula-
cijo, kar je posledica vecˇjega odstopanje mrezˇe od idealne povrsˇne elipticˇnega krila. Z
vecˇanjem vpadnega kota (slike 3.9 (b)-(f)) lahko opazimo, da se v splosˇnem cirkulacija
povecˇuje vzdolzˇ elipticˇnega krila. Hkrati pa je razvidno, da se z vecˇanjem vpadnega
kota zmanjˇsuje napaka kril z daljˇsimi vrtincˇnimi sledmi. V primeru slike 3.9 (b) je
ujemanje najboljˇse z dolzˇino vrtincˇne sledi 0.1b, nato pa se relativno gledano potek
teoreticˇno izracˇunane cirkulacije premika proti cirkulacijam daljˇsih sledi.
Z dolocˇitvijo poteka cirkulacij, lahko dolocˇimo tudi povprecˇno odstopanje (slika 3.10
(c)), najvecˇjo absolutno napako (slika 3.10 (a)) in najvecˇjo relativno napako (slika 3.10
(b)) glede na teoreticˇno dolocˇene vrednosti cirkulacij. Na slikah 3.10 (a) in 3.10 (c)
lahko opazimo, da sled dolzˇine 0.1b pri vpadnem kotu 2◦ dosezˇe lokalni minimum kjer
je absolutno odstopanje najmanjˇse. V primerih dolzˇin sledi med 0.2b in 10b napaka na
opazovanem obmocˇju konstantno pada, medtem ko pri dolzˇini sledi 10b strogo narasˇcˇa.
Na sliki 3.10 (b) pa lahko opazimo, da se relativno gledano, razen v primeru sledi
0.1b, napaka zmanjˇsuje. Zaradi tega smo vse meritve ponovili in v tem primeru dodali
vrtincˇne sledi med 0,1 in 0,5 ter povecˇali sˇtevilo vpadnih kotov. Pri tem se zavedamo,
da fizikalno rezultati sedaj postajajo nesmiselni, saj bi zˇe pri relativno nizkih vpadnih
kotih priˇslo do separacije toka, cˇesar s potencialnim tokom ne moremo popisati.
S slike 3.11 je razvidno, da v resnici vse dolzˇine vrtincˇne sledi dosezˇejo svoj lokalni
minimum in nato zacˇnejo hitreje odstopati od teoreticˇnih izracˇunov. Razberemo lahko




(a) Potek cirkulacije v primeru SZR in
vpadnem kotu 0◦.
(b) Potek cirkulacije v primeru SZR in
vpadnem kotu 2◦.
(c) Potek cirkulacije v primeru SZR in
vpadnem kotu 4◦.
(d) Potek cirkulacije v primeru SZR in
vpadnem kotu 6◦.
(e) Potek cirkulacije v primeru SZR in
vpadnem kotu 8◦.
(f) Potek cirkulacije v primeru SZR in
vpadnem kotu 10◦.
Slika 3.9: Primerjava teoreticˇno dobljene cirkulacije s cirkulacijami, dobljenimi s
panelno metodo pri spreminjanju vrtincˇne sledi po SZR.
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(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇno v odvisnosti od vpadnega kota.




(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Popvrecˇna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.11: Odstopanja cirkulacij za posamezne vrtincˇne sledi pri SZR v odvisnosti od




Podobno kot v primeru modeliranja vrtincˇne sledi pri SZR smo simulacije opravili pri
VZR. Zaradi preglednosti smo preglednice poteka cirkulacij vzdolzˇ krila pri posameznih
vpadnih kotih izpustili in zapisali samo odstopanja, ki jih bomo uporabili za analizo.
S slike 3.12 je razvidno, da so rezultati zelo podobni predhodnim (slika 3.10). Prav
tako je mogocˇe s slik 3.12 (a) in 3.12 (c) razbrati, da sled dolzˇine 0,1b dosezˇe svojo
minimalno odstopanje pri vpadnem kotu 2◦ in nato zacˇne pospesˇeno narasˇcˇati. Na sliki
3.12 (c) lahko opazimo, da relativna napaka na opazovanem obmocˇju pada.
(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.12: Odstopanja cirkulacije za posamezne vrtincˇne sledi pri SZR v odvisnosti
od vpadnega kota.
Zaradi ponovno razvidnih trendov smo simulacije ponovili na razsˇirjenem vzorcu. S
slike 3.13 je ponovno razvidno, da vsaka sled dosezˇe svoj minimum od koder zacˇne na-
paka pospesˇeno rasti. Razlika v primerjavi z rezultati pri SZR je ta, da se tu pri daljˇsih
sledeh (sled 50b) pojavljajo nestabilnosti, zaradi slabe pogojenosti sistema enacˇb.
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(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.13: Odstopanja cirkulacij za posamezne vrtincˇne sledi v odvisnosti od




Podobno kot v predhodnih dveh primerih smo simulacije opravili tudi za oba primera
pri uposˇtevanju PZR.
3.3.3.1 Rezultati PZR pri konstantni prvi vrtincˇni sledi
(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.14: Odstopanja cirkulacije za posamezne vrtincˇne sledi pri PZR s konstantnim
prvim panelom v odvisnosti od vpadnega kota.
S slike 3.14 lahko razberemo, da so trendi v tem primeru drugacˇni. Na sliki 3.14 (a) in
(c) lahko opazimo, da se znotraj obmocˇja opazovanja vse absolutne napake zmanjˇsujejo,
relativne napake pa se priblizˇujejo najmanjˇsi napaki podobno kot v predhodnih pri-
merih (sliki 3.10 in 3.13). V primeru razsˇirjenega vzorca (slika 3.15) je razvidno, da so
ekstremi posameznih sledi bolj skoncentrirani skupaj in da je sistem enacˇb pri daljˇsih
sledeh ponovno slabo pogojen.
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(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇno odstopanje v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.15: Odstopanja cirkulacij za posamezne vrtincˇne sledi pri PZR s konstantnim
prvim panelom v odvisnosti od povecˇanega sˇtevila vpadnih kotov.
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3.3.3.2 Rezultati PZR pri konstantni drugi vrtincˇni sledi
(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.16: Odstopanja cirkulacije za posamezne vrtincˇne sledi pri PZR s konstantnim
drugim panelom v odvisnosti od vpadnega kota.
V primeru zamenjave konstantne vrtincˇne sledi (slika 3.16) opazimo veliko podobnosti
v primerjavi s konstantno prvo sledjo. Odstopanja med primeroma so zanemarljivo
majhna. Ob razsˇirjene vzorcu (slika 3.17) smo dobili enake rezultate, razen v primeru




(a) Absolutna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(b) Relativna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
(c) Povprecˇna napaka v odvisnosti od
vpadnega kota.
Slika 3.17: Odstopanja cirkulacij za posamezne vrtincˇne sledi pri PZR s konstantnim
drugim panelom v odvisnosti od povecˇanega sˇtevila vpadnih kotov.
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3.3.4 Analiza rezultatov vpliva oblike vrtincˇne sledi
Prvo opazˇanje se navezuje na proizvedeno cirkulacijo ob vpadnih kotih 0. Glede na
dejstvo, da imamo simetricˇno krilo, tu ne bi smelo biti nobenega odstopanja od teo-
reticˇnih izracˇunov tudi v primeru panelne metode. Ta rezultat je posledica odstopanja
mrezˇe od povrsˇinskega modela. Oblika mrezˇe je prav tako kriva za bolj zvoncˇasto obliko
poteka cirkulacije in rahlo povecˇanje cirkulacije na robovih krila, do katere ne bi smelo
priti. Ker nas v nasˇem eksperimentu bolj zanimajo trendi in relativne primerjave med
posameznimi simulacijami kot same absolutne vrednosti, lahko z zavedanjem napake
vseeno pridemo do nekaterih sklepov.
Drugo opazˇanje se navezuje na vpliv dolzˇine vrtincˇne sledi. V primeru, da bi bila
geometrija krila bolj simetricˇna in bi bile napake, ki se sedaj pojavljajo ob vpadnem
kot 0◦, tudi enaka 0, bi opazili, da imajo daljˇse vrtincˇne sledi manjˇsa odstopanja od
teoreticˇnih rezultatov in pocˇasneje divergirajo.
Tretje opazˇanje se navezuje na sam izhod vrtincˇne sledi. Tu so bili rezultati presene-
tljivi, saj so bile razlike odstopanja med enakimi posameznimi dolzˇinami vrtincˇnih sledi
zanemarljive (na nivoju promilov). Opazˇeno je bilo tudi, da so rezultati v primeru VZP
in PZR pri znatno povecˇani dolzˇini vrtincˇne sledi nestabilni. Glede na dejstvo, da v
ozadju simulator resˇuje sistem linearnih enacˇb, je lahko razlog za nastale nestabilnosti
samo slaba pogojenost sistema (slika 3.18).
Na podlagi zgoraj navedenih opazˇanj lahko zakljucˇimo, da je za aproksimacijo Kutta
pogoja najboljˇse, cˇe izberemo dolgo vrtincˇno sled, vendar ne prevecˇ dolgo, da sistem
enacˇb ne postane slabo pogojen (to lahko dolocˇimo eksperimentalno). Najdaljˇso sˇe
stabilno vrtincˇno sled smo dobili v primeru SZR.
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(a) Relativna napaka v primeru SZR. (b) Relativna napaka v primeru VZR.
(c) Relativna napaka v primeru PZR s
konstantno prvo sledjo.
(d) Relativna napaka v primeru PZR s
konstantno drugo sledjo.
Slika 3.18: Primerjava maksimalnih relativnih odstopanj za posamezne primere
variiranja izstopa vrtincˇne sledi.
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3.4 Verifikacije panelne metode na primeru sime-
tricˇnega elipticˇnega krila
Ko sedaj razumemo vpliv razlicˇnih parametrov na aproksimacijo Kutta pogoja za nasˇ
profil krila, lahko v naslednjem koraku dolocˇimo parametre, na katerih bomo verificirali
panelno metodo. Izbrali smo parametre, ki bi nas zanimali tudi v resnicˇnih aplikacijah:
– vzgonsko silo na letalo L,
– koeficient vzgona CL,
– potek koeficienta tlaka vzdolzˇ profila CP .
3.4.1 Potek eksperimenta verifikacije panelne metode
Postopek opravljanja simulacij je podoben kot v predhodnem primeru. Na podlagi
zakljucˇkov iz prejˇsnjega poglavja smo se odlocˇili za simetricˇni izhod z zadnjega roba
in dolzˇino vrtincˇne sledi 0,4b. To pa zaradi tega, ker ima na obmocˇju vpadnih kotov,
ki jih bomo opazovali (zaradi odstopanja mrezˇe od dejanske povrsˇine), najbolj tocˇen
popis cirkulacije vzdolzˇ profila. Ko imamo enkrat s simulacijami dolocˇeno cirkulacijo,
lahko s pomocˇjo enacˇb iz podpoglavja 2.5 dolocˇimo iskane parametre.
3.4.2 Rezultati in analiza eksperimenta verifikacije panelne
metode
Po opravljenih izracˇunih pridemo do naslednjega rezultata glede vzgonske sile na enoto
dolzˇine (slika 3.19). Ker smo v resnici v tem primeru samo cirkulacijo pomnozˇili z
dvema konstantama, je graf podoben samemu poteku cirkulacije vzdolzˇ krila.
Slika 3.19: Vzgonska sila na enoto dolzˇine.
Kot smo pokazali v podpoglavju 2.5, mora biti koeficient vzgona CL vzdolzˇ krila v
primeru elipticˇnega krila konstanten. Z odstopanjem, ki je posledica geometrije, je ta
rezultat tudi razviden (Slika 3.20).
Na tej tocˇki si lahko sedaj pogledamo sˇe razporeditev Cp okoli profila pri tetivi krila
c0. Kljub slabi mrezˇi lahko vseeno opazimo tipicˇne znacˇilnost poteke Cp za simetricˇno
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Slika 3.20: CL vzdolzˇ dolzˇine krila.
elipticˇno krilo, in sicer, da je zastojna tocˇka pri vpadnem kotu 0◦ na sprednjem robu
in da je nadaljnji potek Cp po zgornji in spodnji strani enak. Drugo opazˇanje pa je, da
se z vecˇanjem vpadnega kota zastojna tocˇka pomika nazaj (sliki 3.21 in 3.22).
Slika 3.21: Cp vzdolzˇ dolzˇine krila.
Na podlagi ugotovitev, ki izhajajo iz zgoraj opravljenih simulacij, lahko zakljucˇimo,
da je uporaba panelne metode v primerih, ko gre za tokovne rezˇime, ki jih lahko
obravnavamo kot potencialne, zadovoljiva za inzˇenirske potrebe.
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Slika 3.22: Graficˇni prikazi razporeditve Cp na zgornji polovici krila.
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4 Zakljucˇki
V diplomskem delu je bilo narejeno in ugotovljeno:
1. Sama oblika izhoda vrtincˇne sledi ima zanemarljiv vpliv na napako med primer-
janimi izstopi (simetricˇnim, vzporednim in kombiniranim).
2. Vrtincˇna sled s simetricˇnim izstopom je imela najbolje pogojene sisteme linearnih
enacˇb pri daljˇsih sledeh.
3. Na zmanjˇsanje napak zaradi aproksimativnega izpolnjevanja Kutta pogoja naj-
bolj vpliva dolzˇina vrtincˇne sledi, in sicer daljˇsa, kot je sled, manjˇse je odstopanje.
4. Panelna metoda je primerna metoda za inzˇenirske potrebe v primerih, ko tokovne
rezˇime lahko predpostavimo s potencialnim tokom.
Na podlagi prvega eksperimenta o vplivu vrtincˇne sledi lahko podamo priporocˇila za
izbiro parametrov pri aproksimativnem izpolnjevanju Kutta pogoja, in sicer, da je sled
cˇim daljˇsa (nekaj dolzˇin krila), vendar hkrati ne predolga zaradi pogojenosti sistema
linearnih enacˇb. Na slednje lahko vplivamo tudi z izstopom vrtincˇne sledi, kjer se je
izkazal simetricˇni izhod za najboljˇsega.
V drugem eksperimentu pa smo verificirali panelno metodo z analiticˇnimi izracˇuni za
elipticˇno krilo in ugotovili, da dokler lahko tokovni rezˇim predpostavimo kot potenci-
alnega, je panelna metoda zadovoljiva za inzˇenirske potrebe.
Predlogi za nadaljnje delo
Za verifikacijo zgornjih zakljucˇkov bi bilo v nadaljevanju eksperimente smiselno pono-
viti pri razlicˇnih velikostih geometrije in pri izbiri razlicˇnih aeroprofilov.
Za izboljˇsanje same natancˇnosti panelne metode pa bi bilo smiselno vpeljati enacˇbe, ki
popisujejo mejno plast ter tako narediti rezultate simulacij bolj uporabne.
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